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PORCELLI, E. B. Estudo do fenémeno de emaranhamento quantico em
sistemas de duas particulas. 2010. 66 f. Dissertacdo (Mestrado em Astrofisica e
Fisica Computacional)-Universidade Cruzeiro do Sul, Sdo Paulo, 2010.

RESUMO

Este trabalho aborda o estudo do emaranhamento quantico entre duas particulas,
desde a sua origem no artigo do gedankenexperiment (experimento pensado) de
Einstein, Podolski e Rosen (EPR) de 1935 — que originou o famoso paradoxo EPR —
até o artigo do Teletransporte de estados quanticos de 1993. E um estudo geral do
formalismo e do histérico da evolucdo e da consolidagdo do conceito de
emaranhamento quantico, mostrado em detalhes. Por fim, usando o formalismo da
mecanica quantica, € demonstrado que num sistema emaranhado de duas
particulas, onde ndo ha interacdo mutua e nem com o meio exterior via interagoes
locais conhecidas, uma das particulas livres sofre alteracdo de seu momento

imediatamente quando a outra parceira se choca numa barreira de potencial infinito.

Palavras-chave: Paradoxo EPR, Entrelacamento ou emaranhamento quantico,

Teletransporte quantico.



PORCELLI, E. B. Study of the phenomenon of quantum entanglement in
systems of two particles. 2010. 66 f. Dissertagcao (Mestrado em Astrofisica e Fisica
Computacional)-Universidade Cruzeiro do Sul, Sdo Paulo, 2010.

ABSTRACT

This work concerns to the study of quantum entanglement between two patrticles,
since its origin in the article of the “gedankenexperiment” of Einstein, Podolski e
Rosen (EPR) in 1935 — that originated the famous EPR paradox — until Bennett’'s
article of teleportation in 1993. It is a wide study of the formalism and the history of
the evolution and the consolidation of quantum entanglement concept, shown in
detail. At last, by using the formalism of quantum mechanics, it is shown that in an
entangled system of two patrticles, where no interaction happens with each other as
well as the outside world via local known interactions, one of the free particles
undergoes an immediate change of its momentum when the other partner particle

hits an infinite potential well.

Keywords: EPR Paradox, Quantum entanglement, Quantum teleportation.
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Capitulo 1

Introducao

Até 1935, o estado combinado de um sistema de particulas, determinado pela
interacao mutua entre elas via forcas locais conhecidas, era estudado principalmente
no contexto subatomico, atomico ou molecular.

Nesse ano, Einstein, Podolsky e Rosen [1] publicaram um artigo descrevendo
uma experiéncia de pensamento ou imaginaria chamada posteriormente de EPR,
mostrando o estado combinado de um par de particulas que interagiram entre si, e
que depois se separaram a tal ponto de nao mais se influenciarem por essa interagao.

A teoria quantica prevé que nessas condi¢oes se houver uma medicao para saber
o estado de uma das particulas, imediatamente se conhece o estado da outra, inde-
pendentemente da distancia que as separa.

Segundo os autores mencionados, isso nao seria possivel porque nao haveria mais
interacao entre as particulas, ou seja, essa situagao seria paradoxal. Einstein chamou
essa influéncia entre as particulas de acao fantasmagorica a distancia.

O formalismo da mecanica quantica necessario para compreender esse experi-
mento pensado e outras posteriores, ¢ mostrado no capitulo 2 e a descricao detalhada
dessa experiéncia é mostrada no capitulo 3. A defesa da teoria quantica feita por
Bohr [2] em 1935 em resposta ao artigo da experiéncia EPR é descrita no capitulo
4.

Devido a dificuldade de se colocar em pratica a experiéncia EPR, Bohm [3] fez
em 1952 uma nova proposta experimental envolvendo a medicao do spin de duas
particulas num estado singleto e depois, em 1954, Einstein [4] fez uma proposta
similar, mas com previsoes diferentes. Essas propostas estao também descritas no
capitulo 4.

Usando um formalismo mais moderno através da notagao ”bracket”, Pisa [5]
reapresentou uma analise bastante técnica sobre a experiéncia EPR, mostrada no
artigo de Schrodinger de 1935 [?], onde o termo ”entanglement” ou emaranhamento

em portugueés foi mostrado pela primeira vez.



As particulas representadas pelo mesmo estado combinado sao ditas entao como
emaranhadas. Esse trabalho de Pisa é descrito detalhadamente no capitulo 5. O
debate sobre a experiéncia EPR e o emaranhamento entre particulas continuou de
tal forma que teorias como a teoria das varidveis ocultas foram propostas por Bohm
na década de 1950 para servir de alternativa a mecanica quantica.

Em 1964, Bell [7] elaborou uma forma de testar quantitativamente as previsoes
da mecanica quantica através de desigualdades envolvendo grandezas mensuraveis
experimentalmente.

Numa década depois, experiéncias foram feitas indicando a validade das pre-
visoes da mecanica quantica em oposicao as previsoes das teorias das variaveis
ocultas locais, mas a confirmagdo definitiva veio com a experiéncia de Aspect [§]
e colaboradores de 1982.

A validacao das previsoes da mecanica quantica nas experiéncias do tipo EPR que
se sucederam trouxe uma forte motivagao para o desenvolvimento de aplicagoes dos
emaranhamentos quanticos. Uma das aplicacoes foi a de teletransporte de estados
quanticos proposta em 1993 por Bennett [9] e colaboradores.

O capitulo 6 mostra o debate sobre as teorias das varidveis ocultas, as desigual-
dades de Bell, a experiéncia de Aspect e a proposta de teletransporte de estados
quanticos de Bennett. Os estudos sobre as aplicagoes dos emaranhamentos quanticos
acontecem até os dias atuais, destacando-se nao somente no caso do teletransporte
quantico como também e principalmente no campo da computacao e da comunicacao
quantica, envolvendo observaveis discretos como o spin.

O capitulo 7 mostra um estudo preliminar e original desenvolvido pelo autor
desta dissertacao de um sistema de duas particulas emaranhadas, sendo que uma
delas é submetida a um potencial.

Tal estudo, envolvendo observaveis continuos como o momento e particulas
emaranhadas em um potencial, indica a possibilidade de se verificar uma mudanca
no momento de uma das particulas devido a mudanca no momento da primeira
particula devido ao potencial, sugerindo a influéncia de efeitos nao-locais nesses
sistemas, mesmo em longas distancias.

Finalmente, o capitulo 8 conclui a dissertagao e indica possiveis campos ainda

inexplorados decorrentes desse estudo original mencionado.



Capitulo 2

Base formal da mecanica quantica

No estudo dos emaranhamentos quanticos, é fundamental conhecer a base formal da
mecanica quantica.

Todo o formalismo e conceitos mostrados a seguir serao utilizados no desenvolvi-
mento dos demais capitulos que compoem esta dissertacao, tanto usando a notacao
“bracket” como usando a notacao usual.

Seguindo Pessoa Jr. [10], a seguir serao mostrados os postulados da mecanica

quantica e demais conceitos, usando a notacao “bracket”.

2.1 Postulados

Postulado 1 Em um instante fixo ty, o estado de um sistema fisico fechado é

definido por um vetor de estado normalizado |V (ty)) em um espago de Hilbert H.

Corolario 1 Principio da Superposicao: Uma combinagdo linear de vetores de es-

tado € um vetor de estado (ja que H é um espago vetorial).

Corolario 2 Dois sistemas nao-idénticos e nao-interagentes, descritos individual-

mente por |U1) e |Ws) , podem ser representados por um vetor de estado composto
|U1) @ |Ws) definido em Hy @ Hs.

Postulado 2 Toda grandeza fisica mensurdvel (observavel) A é descrita por um

operador auto-adjunto A agindo em H.

As entidades matematicas da teoria podem, através dos postulados acima, ser
interpretadas fisicamente, sendo que o postulado 1 se aplica tanto para um sistema

de uma particula como para uma colecao de sistemas no mesmo estado.

Postulado 3 A evolugdo temporal do vetor de estado |V (to)) € linear e determi-

nista, sendo regida pela equacao de Schrodinger dependente do tempo:



Ld A
th= V(1)) = H (1) [V (2)), (2.1)

em que o hamiltoniano H (t) € o operador auto-adjunto associado a energia total do

sistema.

Postulado 4 O tnico resultado possivel para a medicao de um observdvel A € um

dos autovalores a; do operador correspondente A.

Quando se diz medi¢ao de um operador A significa medicao do observavel A

correspondente ao operador A.

Postulado 5 Decomposicao espectral: Quando o observdvel A é medido em um
sistema no estado normalizado |V), a probabilidade P (a;) de se obter o autovalor

de espectro discreto a; do operador correspondente A ¢
P (a;) = |(¥;|2) 7, (2.2)

em que |V;) € o autovetor associado ao autovalor a; de A.

A

Estados |¥;;) que sao autovetores de dois operadores A e O que comutam:
[121, O] =0, em que [/1, O] = AO — OA compdem o chamado caso degenerado. Tal
estado degenerado pode sempre ser reescrito como um produto tensorial |®;) ® |;),
em que os |®;) sio os autovetores de A e |£;) os autovetores de O, com autovalores
0;.

Neste caso, P (a;) é obtido somando-se P (a;, 0;) para todos os valores de j:

J

Z Wi, W (t) (2.3)

O valor médio do operador A para um estado normalizado |W) é a média es-

tatistica dos autovalores resultantes, e é dado por:

(A) = (UIAN) = S|P = £ P (@) @ (2.4)

A evolugao do valor médio (A)(t) segue do Postulado 3:

d .. 1, - DA
—(A) = —([A, H (¢ — 2.5
SUA) = (A A @) + (5 (25)
Uma grandeza conservada ou constante de movimento é definida como um ope-
rador que nao depende explicitamente do tempo (% = 0) e que comuta com o

hamiltoniano: [A, H ()] = 0.

Postulado 6 Postulado da Projecao: Se a medi¢cao de um observavel A em um sis-
tema no estado |V) fornece o resultado a;, entdo o estado do sistema imediatamente

apds a medi¢do é a projecao normalizada de W) no autosubespaco associado a a;.



2.2 Projetores e teorema espectral

Supondo que um sistema esteja no seguinte estado:
) = sz’|q>i>, (2.6)

em que os vetores normalizados |®;) sdo os autovetores de um operador A associados

a autovalores y;:
A@z) = yi| i), (2.7)

qual é a probabilidade de medir o observavel associado a A e obter o autovalor
y;? Pelo algoritmo estatistico, sabemos que é |b;|?. Seria possivel obter o mesmo
resultado calculando-se o valor médio de algum operador?

A resposta é sim. O operador cujo valor médio é uma probabilidade chama-se

projetor, e ele se escreve da seguinte forma:
S[®] = [P (D4l (2.8)

A agdo do projetor S [®;] sobre o vetor de estado |¥) é projetd-lo sobre |®;). Em

notagao matematica, temos

S[@)|P) = bil @:). (2.9)
Assim é possivel verificar que:

(W|S[@|W) = |bl*. (2.10)

Um projetor S[®;] é um observavel (ver Postulado 2) cujos autovetores associa-
dos sao os |®;), com autovalores d;; (ou seja, 1 sei = je0sei # j). E possivel entéo
escrever qualquer operador A em termos de projetores. Este resultado foi provado

por von Neumann para o caso de espectros continuos e chama-se teorema espectral:
A=3"yS(®). (2.11)

Com isso, fica facil escrever qual é o operador que tem {|®;)} como autovetores e y;

como autovalores.



2.3 Operadores de Momento e Posicao

Os postulados vistos também se aplicam a grandezas continuas como posicao e
momento. Considere o espaco de Hilbert de dimengao infinita H; contendo todos os
vetores de estado possiveis |¥) para uma particula. Tomemos a base de autovetores
de posicao {|r')}, definidos para cada autovalor de posigao r’ por meio do operador
R:

R|r') = r'|r)) (2.12)

Um vetor genérico |¥) pode entao ser escrito como uma superposigao de |r’), que no

caso de variaveis continuas se faz por meio de uma integral (ao invés do somatério):

T) = / dr'v (r') |r'). (2.13)

Os coeficientes desta superposi¢ao continua sao expressos pela fun¢ao W (r) e
constituem a “funcao de onda” introduzida por Schrodinger. Tal funcao tem que

ser “quadrado integravel”, ou seja, deve ser tal que a seguinte integral converge:
/|q; (r) [2dr < co. (2.14)

Se quisermos representar o vetor |r) na base {|r')}, podemos usar a equagao que
define o vetor genérico |¥) substituindo ¥ (r') pela funcao delta de Dirac § (r — r’).
Tal funcao, porém, nao é quadraticamente integravel, o que significa que os vetores
r') ndo pertencem a H;. A abordagem usual é, pois, a de estender o dominio de
definicao dos operadores de H; de forma a incluir tais auto-fungoes.

E possivel estender o dominio de definicao de H; de forma a construir a base

|p’) de autovalores do operador momento p’, de maneira que:
pp) =p'Ip). (2.15)
O vetor genérico |¥) definido na equagao acima pode entao ser escrito como:

(1) = [ dp'® (o)), (2.16)

em que os coeficientes U (p) s@o obtidos da transformada de Fourier de W (r).
Para representar |p) na base {|p’) }, obtemos novamente a funcao delta de Dirac

d (p — p’). Porém, para representar |p) na base {|r'}|}, obterfamos:
p) = [ v’/ p)), (2.17)

em que (r'|p) = h%e%p'r/ é a funcao de onda representando uma onda plana de
2
momento p. Comparando as equagdes de |V (r)) e |p), notamos que a funcao de

onda genérica ¥ (r) pode também ser escrita como o produto escalar (r|¥ (r)).



2.4 Relacgoes de incerteza para operadores

Os operadores de posi¢ao e momento nao comutam. Restringindo-nos ao eixo x,

temos:
(X, P,] = ihl. (2.18)

O desvio-padrao AA de um operador genérico A é definido da seguinte maneira:

A L a2\ 2 A o\ d
AA = (((A — (4)) >) — ({42 - (4?)? (2.19)
A partir das duas equacoes precedentes e da desigualdade triangular, deduz-se a
relagao de incerteza para operadores:

AX - AP > Z (2.20)

Para generalizar esta relacao para outros observaveis, como componentes de spin,

Robertson (1929) obteve a seguinte expressao:
~ ~ 1 ~ A
AA-AU > §|<\Il|[A,U]|\II)| (2.21)

Esta relacao é sempre verdadeira e é aceita por muitos como definida, mas ela
tem problemas porque o lado direito depende explicitamente do estado |¥). Por
exemplo, se tal estado for um autovetor do operador A, os dois lados da relagao
indicada anteriormente se anulam (AA = 0), e a desigualdade deixa de dar um

limite inferior para AU.
2.5 Evolugao Unitaria e Equacao de Schrodinger
A evolucao dos estados quanticos pode ser descrita pela equacao de Schrodinger:
., 0 -
i W (1)) = H(b)]W (1)) (2.22)

em que o hamiltoniano H (t) é o operador auto-adjunto associado & energia total do
sistema, tendo de ser escolhido adequadamente.

Uma maneira alternativa de descrever esta mesma mudanca de estado ¢é através
de um operador de evolucao que ¢ linear e “unitario”. Um operador unitario ¢é tal

que seu inverso ¢ igual ao seu adjunto, ou seja, Ul=0U t. 0 que equivale a escrever
Uvt =1, (2.23)

em que Téo operador identidade.



A equagao de Schrodinger torna-se:
() = U (¢, t0) | ¥ (to)), (2.24)
na qual

Ot ty) = [ — ;/t ) O () dr. (2.25)

to

Para um operador hamiltoniano H independente do tempo, a evolugao temporal

assume a seguinte forma simplificada (com ¢y = 0):

U (t) = exp (—f?) (2.26)

A evolugao unitaria é caracterizada por ser continua, linear, determinista e reversivel,
ao passo que a transicao descrita pelo postulado da projecao é praticamente ins-

tantanea, nao-linear, nao-determinista e irreversivel.

2.6 Postulados para o operador densidade

As regras da mecanica quantica podem ser reformuladas no formalismo de ope-
radores de densidade. A equagao andloga a equagao de Schrodinger para a evolugao
temporal do operador densidade W é escrita a partir do operador de evolucao tem-

poral U , definido pela equacao:
W) =UHWO) U™ (). (2.27)
O valor médio de um operador sobre o estado é dado por:

(A) = Tr(AW) = Z Yi Wi, (2.28)

em que y; representa o autovalor do operador A e wy representa o elemento de
matriz diagonal de W na base de seus autovetores.

A expressao da probabilidade de um resultado especifico é dada pelo valor médio
do operador de projecao sobre o autosubespaco associado. No caso nao-degenerado,

teriamos:
P(y;) = Tr (P[®]W) = (| IW] ;). (2.29)

Usando a notacao usual, trataremos agora mais detalhes sobre a teoria dos ope-

radores, segundo Mundim [11].



2.7 Operadores e suas propriedades

Vimos que a evolucao temporal na mecanica quantica é expressa pelas solucoes da
equacao de Schrodinger, a qual é uma equagao diferencial nas coordenadas espaciais
e temporal.

Mostramos também que as grandezas fisicas observaveis sao representadas, nesta
teoria, por operadores, que sao entes matematicos abstratos.

Para tornar este procedimento abstrato um pouco mais concreto, podemos seguir
a Ref. [11], na qual vemos ser necessario aplicd-lo dentro das regras da mecanica
quantica, no sentido de obter as grandezas fisicas realmente observaveis.

Este procedimento pode ser resumido pela seguinte definicao: Definimos como
observaveis (0) todas aquelas grandezas reais que podem ser medidas em laboratorio,
as quais, dentro da teoria quantica, sao representadas por operadores hermitianos,
tais como:

A hd - h d

X> ﬁxzfi H =

2.30
i dx’ i dt’ ( )

que representam a posicao da particula no eixo x, o seu momento linear e a sua
energia, respectivamente. Estes operadores terao realizacao fisica quando aplicados
na funcao de onda ¥, o que nos leva a concluir que o observavel posicao é obtido
apenas multiplicando o operador X pela funcao de onda, enquanto o momento é
obtido pela derivada da fun¢ao de onda. A seguir, damos um exemplo de aplicacao
dos operadores na mecanica quantica.
Exemplo 1: O momento linear:
ikx

Se a funcao de onda tem a forma ¥ = Ae'™*  entao o operador momento pode

ser determinado derivando esta funcao em relagao a coordenada x:

U = Ae (2.31)
de onde tiramos que:

A equagao (2.32) é denominada comumente equacao de autovalor para o momento
linear que, quando comparada com a equagao (2.31), determina o valor de py, isto
é, p. = +hk. Caso a funcao de onda esteja se propagando no sentido oposto, (—x),

entao o momento mudard de sinal.



2.8 Autovalores e autofuncoes

Vimos que para extrair informacoes sobre um dado sistema quantico, é necessario
resolver a equacao de Schrodinger independente do tempo, cuja solugao é uma fungao

de onda V¥, que é uma autofuncao do operador hamiltoniano H , isto é:
HY = BV, (2.33)

na qual vemos que a energia E é o autovalor do operador H. Resumidamente, pode-

mos dizer que a equacao de Schrodinger é uma equacao de autovalor da forma:
(operador) (funcao) = (fator constante) (a mesma funcao),

ou, simbolicamente,
OV = oV, (2.34)

em que o fator constante o é o autovalor do operador. Desta forma, podemos dizer
que: resolver a equacao de Schrodinger é encontrar os autovalores e autofuncoes do
operador hamiltoniano do sistema. Os autovalores de um dado operador representam
os valores mensuraveis permitidos das grandezas fisicas.

Para esclarecer estes conceitos, vamos mostrar que a funcao ¥ = Ae™*® é uma
autofuncao do operador momento linear (p) e que a fungao W = Aek** nao é
autofuncao de p. Para verificar isto basta aplicar o operador p na funcao de onda,
como a seguir. Por defini¢ao, o operador momento é igual a:

. h d
o= o (2.35)
Entao, temos, de acordo com o célculo demonstrado em (2.32), que:
PV = hkVU = pU, (2.36)

que é uma equagao de autovalor equivalente a equacao (2.34). Assim, podemos

dizer que a funcdo de onda ¥ = Ae** ¢ autofuncao do operador p com autovalor
hk. Como o ntimero de onda k pode ser escrito em termos do comprimento de onda

A, temos que:

h h 2m h

que ¢ o resultado obtido por Bohr na quantizacao do atomo de hidrogénio. Este

p=nhk=

resultado, que corresponde a relacao de de Broglie da dualidade onda-particula, é

geral, sendo o dtomo de hidrogénio um caso especial.
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Vamos, agora, verificar que a funcao ¥ = Ae**” nao é autofuncao do operador

p, usando o mesmo procedimento das equagoes (2.32) e (2.36), isto é:

Pl = hdy _nd (Ae**) = h (2ikx) Ae™™ = (2hkz) . (2.38)

ddx 1 dx i
Analisando o dltimo termo entre parénteses na equagao (2.38), notamos que ele nao

¢ uma constante, como estabelece a regra, ele depende da posicao. E se aequacgao

(2.38) fosse escrita como:
PV = 20k (20) = 2hk W, (2.39)

ela seria uma equacao de autovalor? Nao, mesmo nesta forma ela nao é uma equacao
de autovalor porque as funcées ¥ e V' sao diferentes. Entdo, na pratica, estamos
sempre procurando na mecanica quantica por fungoes que sao autofuncoes de um
dado operador hermitiano, especialmente do operador hamiltoniano usado para se
calcular a energia, isto é: (operador hamiltoniano)(fun¢ao de onda) = (energia)(a
mesma fungao de onda). Este procedimento é aplicavel a qualquer observavel fisico.
Isto significa que os autovalores de um dado operador devem ser reais, caso contrario
eles nao representarao observaveis que possam ser medidos em laboratorio, o que é
decorréncia da hermiticidade dos observaveis.

Em resumo, podemos dizer que as autofuncoes de um dado operador hermitiano
geram sempre autovalores reais e, portanto, sao observaveis fisicos.

Com este arcabouco tedrico, estamos prontos para iniciar o tratamento tedrico
dos emaranhamentos quanticos, dos experimentos pensados e realizados e um novo
estudo envolvendo um sistema simples sujeito a interagoes locais (potenciais e forgas

conhecidas) e interagdes nao-locais (associadas aos emaranhamentos quanticos).
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Capitulo 3

O Paradoxo EPR

A publicagdo de um artigo de Einstein, Podolsky e Rosen (EPR) [1] em 1935
causou grandes discussoes no meio cientifico ao se questionar a completeza da MQ),
associada ao conceito de estado quantico representado pela funcao de onda V. Essa
polémica deu origem ao conhecido paradoxo EPR.

Neste trabalho, usaremos a sigla EPR para referenciar os autores e suas idéias.

E vélido esmiucar em detalhes o artigo porque ele é sem divida a base de todo

estudo posterior sobre os emaranhamentos quanticos.

3.1 Analise conceitual da mecanica quantica

Segundo os autores do artigo EPR, numa teoria completa existe um elemento
correspondente a cada elemento de realidade. Uma condigao suficiente para a reali-
dade de uma quantidade fisica é a possibilidade de previsao da mesma com certeza,
sem perturbar o sistema.

No caso de duas quantidades fisicas, descritas, segundo a Mecanica Quantica,
por operadores que nao comutam (o exemplo mais comum é o momento linear e a
posi¢do), o conhecimento preciso de um impede o conhecimento preciso do outro.

Segundo eles, ha duas possibilidades:

e a descricao da realidade dada pela funcao de onda na Mecanica Quantica esta

incompleta ou
e estas duas quantidades nao podem ter realidade simultanea.

A consideragao do problema de fazer previsdes em um sistema com base em
medicoes feitas em outro sistema com o qual tenha previamente interagido conduz

ao resultado que se a primeira possibilidade é falsa entao a segunda também é falsa.
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Qualquer consideragao séria de uma teoria fisica deve levar em conta a distingao
entre a realidade objetiva, a qual é independente de qualquer teoria, e os conceitos
fisicos que a mesma utiliza.

O sucesso de uma teoria fisica depende da resposta a duas questoes principais:
1. “A teoria estd correta?” e

2. “A descricao dada pela teoria esta completa?”

’

E somente no caso das respostas para ambas essas questoes é que os conceitos
da teoria podem ser considerados satisfatorios. A correcao da teoria é julgada pelo
grau de concordancia entre as conclusoes da mesma e a experiéncia humana. Estas
experiéncias que sozinhas habilitam-nos a fazer inferéncias sobre a realidade assume
na Fisica a forma de experimentos e medicoes.

Ea segunda questao que os autores consideram em sua analise sobre a mecanica
quantica. Qualquer que seja a interpretagao do termo “completo”, o seguinte requi-
sito para uma teoria completa é visto como necessario: “todo elemento de realidade
fisica tem de ter uma contraparte numa teoria fisica.” Esse requisito é chamado de
condicao de completeza.

A segunda questao é entao facilmente respondida quando se decide o que sao
os elementos de realidade fisica. Os elementos de realidade fisica nao podem ser
determinados a prior: por consideracgoes filosoficas, mas devem ser obtidos com base
em resultados de experimentos e medidas.

Uma definicao compreensiva e abrangente da realidade é, todavia, desnecessaria
para a proposta de EPR.

Um critério foi por eles definido como razoavel: “Se, sem perturbar um sistema
fisico, for possivel predizer com certeza (isto é, com a probabilidade igual a um) o
valor de uma quantidade fisica, entao existe um elemento de realidade fisica cor-
respondente a essa quantidade fisica.”

Considerada nao como necessaria, mas meramente como uma condigao suficiente
de realidade, este critério esta em acordo com a mecanica classica, tanto quanto as
idéias de realidade da mecanica quantica. Para ilustrar as idéias envolvidas, EPR
considera a descricao pela mecanica quantica do comportamento de uma particula
tendo um simples grau de liberdade.

O conceito fundamental da teoria quantica é o de estado, o qual é suposto
como completamente caracterizado pela funcao de onda W, a qual é uma funcao de
variaveis escolhidas para descrever o comportamento da particula. Correspondendo

a cada quantidade fisica observavel A, existe um operador que pode ser denotado
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por A. Se ¥ é uma autofuncao do operador A, a equacao de auto-valores fornece:
U = AV = V. (3.1)

Se a é um numero, entao a quantidade fisica A tem, com certeza, o valor a
sempre que a particula esta num estado dado por W.

Em concordancia com o critério de realidade, para uma particula cujo estado é
dado por U considerado na equacdo (3.1), existe um elemento de realidade fisica
correspondente a quantidade A. Por exemplo:

i

U = exp <hp0x>, (3.2)

onde h é a constante de Planck, p, é algum ntimero constante e x é a variavel

independente. Se o operador correspondente ao momento da particula é dado por:

0
= —hi— 3.3
p ios (3.3)
obtém-se:
ov
U =pU = —hi— = poVU. A
p gy = Po (3.4)

Assim, no estado dado pela equagao (3.2), o momento tem certamente o valor
po- Isto significa dizer que o momento da particula dado pela equagao (3.2) é real.
Em outras palavras, se a equagao (3.1) nao se aplica, entdo podemos dizer que
a quantidade A nao possui um valor particular. Este é o caso, por exemplo, da
coordenada da particula. O operador QQ correspondente, por exemplo, ao autovalor

x, é o operador de multiplicagao pela variavel independente x, logo:
QU = 2V # aV. (3.5)

Em concordancia com a mecanica quantica, a probabilidade relativa de uma

medi¢ao da coordenada dar um resultado verdadeiro entre a e b é:
b b
P (a,b) :/ TWde :/ dr =b—a. (3.6)

Como esta probabilidade depende somente da diferenca b — a , temos que todos
os valores da coordenada sao igualmente provaveis.

Um valor definido de coordenada para uma particula num estado dado pela
equacao (3.2) é entdo imprevisivel, mas pode ser obtido somente por uma medigao
direta. Tal medicao, entretanto, perturba a particula e assim afeta seu estado.

Depois que a coordenada é determinada, a particula nao mais estara no estado
dado pela equacao (3.2).
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A conclusao usual dada pela mecanica quantica é que “quando o momento da
particula é conhecido, sua coordenada nao possui uma realidade fisica.”

Mais genericamente, é mostrado pela mecanica quantica que se os operadores
correspondentes a duas quantidades fisicas, digamos A e B, ndo comutam, isto é:
[A, B] # 0 < AB # BA, entao o conhecimento exato de um deles impede o conhe-
cimento do outro.

Além disso, qualquer tentativa posterior de determinacao experimental ira alterar
o estado do sistema de modo a destruir o conhecimento do primeiro. Disto segue
que ou (1) “a descricao de uma realidade fisica na mecéanica quantica dada pela
fungao de onda nao é completa ou (2) quando os operadores correspondentes a duas
realidades fisicas que nao comutam nao podem ter realidade simultanea.”

Se ambas tém uma realidade simultanea - e assim valores definidos - estes valores
deverao entrar numa descricao completa de acordo com a condicao de completeza.

Entao, se uma funcao de onda fornece tal descricao completa da realidade, esta
conteria estes valores e estes poderiam ser previstos. Este nao é o caso, segundo
EPR.

Na mecanica quantica é usualmente assumido que a fun¢ao de onda contém uma
completa descrigao de realidade fisica de um sistema num estado que lhe corresponde.

Esta primeira visao sobre este assunto ¢é inteiramente razodavel - a informacao
obtida de uma funcao de onda corresponde exatamente ao que pode ser medido,
sem alterar o estado do sistema.

Os autores mostram, entretanto, que esta visao junto com o critério de realidade

acima leva a uma contradicao.

3.2 Experimento Pensado

Para esta proposta, os autores do artigo EPR supoem que existam dois sistemas, I
e II, que interagem do tempo ¢t = 0 até o tempo ¢t = T' e depois se supoe que nao
mais existam interacoes entre essas duas partes.

Supoe-se também que os estados dos dois sistemas antes de t = 0 eram conheci-
dos. A figura (3.1) mostra a configuragao do experimento pensado por EPR em que
a posicao e o momento (observaveis continuos) das particulas 1 e 2 sdo medidos ao
longo do eixo O,. A figura indica duas situagoes em tempos diferentes, sendo que
no instante ¢ < T" as duas particulas estao interagindo mutuamente por intermédio
de forcas conhecidas e no instante t > T as duas particulas nao interagem mais
mutuamente e partem em diregdes opostas ao longo do eixo O,. Os detectores (D1
e D2) fazem medigoes primeiro do momento e depois da posicao.

O calculo do estado dos sistemas combinados I 4+ II pode ser feito com a ajuda
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Figura 3.1: Configuracao do experimento pensado por EPR.

da equacao de Schrodinger em qualquer tempo subsequente, em particular para
qualquer tempo t > T. A funcao de onda correspondente é dada por W. Nao
é possivel, entretanto, calcular o estado no qual qualquer um dos dois sistemas é
deixado apos a interacao.

Isto pode ser feito segundo a mecanica quantica com a ajuda de medigoes adi-
cionais pelo processo conhecido como a reducao do pacote de onda.

A seguir, os autores consideram os pontos essenciais deste processo. Considera-se
ai, as, az como os autovalores de alguma quantidade fisica A pertinente ao sistema
Aewuy(xy), ug(xq), us(xy)... suas autofungdes correspondentes, em que x; representa
a variavel usada para descrever o primeiro sistema.

Entao ¥, em funcao de 1, pode ser expressa como:
U (21,22) = > U, (22) uy (1), (3.7)
n=1

em que x, representam as variaveis usadas para descrever o segundo sistema. Aqui,
U, (z2) s@o coeficientes considerados meramente como coeficientes de expansao de
U numa série de fungdes ortogonais u,, (7).

Supomos agora que a quantidade A é medida, resultando no valor a;. A con-
clusao depois da medicao é que o primeiro sistema é deixado num estado dado pela
fungao de onda uy, (z1) e que o segundo sistema é deixado no estado dado pela fungao
de onda Uy, (z3). Este é o processo de reducao do pacote de onda, dado pela série

infinita (3.7), que é reduzida para um tnico termo Wy (x2) uy (z1).
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O arranjo de fungoes u, (1) é determinado pela escolha de uma quantidade
fisica A. Se ao invés disto, fosse a escolhida outra quantidade, como B, tendo os
autovalores by, by, by e autofungodes vy (x1), v (1), v3(21)..., obter-se-ia a seguinte

expansao, ao invés da equacao (3.7):

U (21, 12) = iﬁbs (x2) Vs (71) (3.8)

sendo que os ¢, sao novos coeficientes. Se agora a quantidade B é medida e é en-
contrado o valor b,, conclui-se que, depois da medicao, o primeiro sistema é deixado
num estado dado por v, (z1) e o segundo sistema é deixado num estado dado por
Or (xQ)

Como consequéncia das duas diferentes medigoes feitas sobre o primeiro sistema,
o segundo sistema pode ser deixado em estados com duas diferentes fungoes de onda.

Em outras palavras, visto que nesse periodo de tempo das medicoes os dois
sistemas nao mais interagem, nenhuma mudanca real pode ser levada em conta
no segundo sistema em consequéncia de qualquer medicao que tenha sido feita no
primeiro sistema. Isto é, claro, meramente uma situagao pensada pela auséncia de
interacao entre os dois sistemas.

Assim, é possivel atribuir duas diferentes fungoes de onda (no nosso exemplo
U e ¢,) para uma mesma realidade (o segundo sistema depois da interagado com o
primeiro).

Agora, pode acontecer das duas fungoes ¥y e ¢, serem autofungoes de dois
operadores que nao comutam e que sao correspondentes a algumas quantidades
fisicas P e Q, respectivamente. Este pode ser realmente o caso a ser desenvolvido
na situacgao a seguir.

Os autores supoem que os dois sistemas sao duas particulas e que:

+oo
er (@L=T2FTO)D )y (3.9)

U (21, 22) :/

—0o0
onde z( ¢ alguma constante.
A quantidade A representa agora o momento da primeira particula; entao, como

foi visto na equacao (3.4) suas autofungdes poderao ser:
up (1) = enPi, (3.10)

Esta autofungao corresponde entao aos autovalores p.
Como existe neste caso um espectro continuo, a equagao (3.7) poderd agora ser

reescrita como:

U (x1,29) = J:o U, (z2) uy (x1) dp, (3.11)
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onde:

1

U, (z9) = e #@20p, (3.12)

Esta fungao W, é, entretanto, a autofungao do operador:

0
P=—hi2- 1
hzaxZ (3.13)

e que corresponde ao autovalor p do momento da segunda particula.
Em outras palavras, se B é a coordenada da primeira particula, a sua autofuncao

Ve (1) =0 (7 — ) (3.14)

e que corresponde ao autovalor z, em que ¢ (x; — x) é a bem conhecida fungao delta
de Dirac.

A equagao (3.8) se torna neste caso:

U (21, 29) = [ bu(22)0 (1) do, (3.15)
onde:
b (12) = /OO en @2t 0P gy — B (1 — g + @) - (3.16)

Esta funcao ¢, ¢é, entretanto, a autofuncao do operador:

Q = o, (3.17)

o que corresponde ao autovalor x 4+ xy da coordenada da segunda particula, com:
PQ — QP = hi. (3.18)

Com todos esses argumentos, os autores indicaram, entao, que é em geral possivel
para as fungoes ¥, e ¢, serem autofuncoes de operadores que nao comutam, cor-
respondendo a determinadas quantidades fisicas.

Considerando novamente as equagoes (3.7) e (3.8), Einstein, Podolsky e Rosen
assumem que VU, e ¢, sao autofungoes inerentes a alguns operadores P e () que nao
comutam, correspondendo aos autovalores p; e ¢,, respectivamente.

Assim, para medir tanto A quanto B é possivel prever com certeza e sem per-
turbar de nenhuma forma o segundo sistema, tanto o valor da quantidade P (que é
pr) quanto o valor da quantidade @ (que é g,).

De acordo com o critério de realidade proposto, no primeiro caso considera-se

a quantidade P como sendo um elemento de uma realidade e no segundo caso a
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quantidade () também é considerada como sendo um elemento de uma realidade,
mas como foi visto anteriormente, ambas as fun¢oes de onda v, e ¢, correspondem
a uma mesma realidade.

Segundo EPR, previamente foi provado que ou (1) a descrigdo da mecanica
quantica dada pela fungdo de onda nao é completa ou (2) quando os operadores
correspondentes a duas quantidades fisicas nao comutarem, as duas quantidades
nao podem ter realidade simultanea.

Considerando entao que a funcao de onda nao da uma descricao completa da
realidade fisica, a conclusao é que as duas quantidades fisicas com operadores que
nao comutam podem ter realidade fisica simultanea. Assim, a negagao de (1) leva
somente a tnica alternativa de negar também (2).

Logo, a conclusao de EPR é que a descricao da realidade fisica dada pela funcao

de onda na mecanica quantica nao é completa.
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Capitulo 4

Debate sobre o paradoxo EPR e novas propostas

4.1 Visao de Bohr sobre o paradoxo

Bohr [2] publicou um artigo poucos meses apds o artigo de EPR fazendo uma
contestacao do mesmo e, portanto, uma defesa da mecanica quantica. O argumento
de Bohr é que a medicao de uma das particulas afeta a outra emaranhada quanti-
camente no experimento hipotético.

Segundo a andlise do artigo de Bohr feita por Bassalo [12], quando é feita uma
medicao do momento linear da particula 1 do par emaranhado, o momento linear da
particula 2 passa também a ser conhecido instantaneamente e assim nada se pode
dizer sobre a posicao dessa ultima particula.

Bohr argumentou que as particulas que compoem o par correlacionado sao in-
separaveis, ou seja, possuem seu estado conjunto determinado pela mesma funcao de
onda V¥ e que o colapso da mesma ocorre na medicao de qualquer uma das particulas,
afetando ambas simultaneamente (o colapso é nao-local como o emaranhamento)
mesmo que elas nao mais interajam por forcas locais.

E possivel entdo conhecer os valores dos observaveis do mesmo tipo (como as
posigoes 1 e x) de ambas as particulas emaranhadas, medindo-se apenas uma
delas, mas nao é possivel conhecer os valores dos seus observaveis canonicamente
conjugados.

O desconhecimento dos observaveis canonicamente conjugados preserva entao a
completeza da mecanica quantica.

Entao, mesmo para duas particulas emaranhadas que nao mais interagem mutua-
mente via interacoes locais conhecidas, continuam validas as relagoes de comutacao

entre seus observaveis momento e posicao canonicamente conjugados:

[q1,p1] = [g2, p2] = ih. (4.1)

21



No instante em que se mede o momento da particula 1 (p;), conhece-se a0 mesmo
tempo o momento da particula 2 (py) e, conforme as relagoes acima, nao se pode
mais conhecer com precisao a posicao da particula 1 (¢;) e a posigao da particula 2
(g2)-

No entanto, é possivel conhecer automaticamente o momento da particula 2 (ps)
se for feita uma medida do momento da particula 1 (p;) , assim como a posigao da
particula 2 (g2) através da medida da posi¢ao da particula 1 (¢;), de acordo com o
experimento pensado por EPR.

A resposta de Bohr nao teve a mesma repercurssao que o artigo de EPR, tendo
em vista que o problema era realmente intrinseco da mecanica quantica e Bohr nao
teve éxito em solucioné-lo.

Pesquisas no assunto prosseguiram, culminando com a proposta de Bohm, que
visava simplificar o experimento pensado, tornando-o mais proximo de uma rea-

lizacao experimental.

4.2 Proposta de Bohm

Para tornar mais facil a realizacao fisica do experimento pensado por EPR,
David Bohm [3] elaborou uma versao desse experimento utilizando observéveis de
spins com duas particulas emaranhadas 1 e 2 em estado conjunto singleto de spin
(spin total igual a zero), onde os observéaveis de spin (S!4,S!1— 5%+ e S%?—) sdo
medidos.

Se o spin da particula 1 for medido, obtendo-se S!+, haverd 100% de certeza que
a particula 2 terd o spin S?—, mesmo considerando que nao existe mais interagao
entre as duas particulas.

Nessa condicao, se for medido a componente de spin da particula 2 no eixo
O,, o resultado é que havera 50% de possibilidade do seu spin ser S?— e 50% de
possibilidade de seu spin ser S2+.

A figura (4.1) mostra a configuragao do experimento proposto por Bohm para a
medicao da componente de spin do elétron 1 no eixo O, e da componente de spin
do elétron 2 no eixo O, (ambos elétrons estao no estado conjunto singleto de spin).

A figura (4.2) mostra a configuragdo do experimento para a medigdo da com-
ponente de spin no eixo O, tanto para o elétron 1 como para o elétron 2 (ambos
elétrons estao no estado conjunto singleto de spin).

A tabela (4.1) mostra a tabela de correlagao de spin dos dois elétrons emara-

nhados, conforme Sakurai [13].

22



_ ATrajddriado elétron 1 com spin sz+
—  ZTrajddriado elétron 1 com spin szl
3 Trajadriza do elétron 2 com spin S:%+

4 Trajadria da elétron 2 com spin et

04.02 05 Daectores de eldron=[01 e 02 daectam o elétron 1
! DBI ' = 05 e OF detectam o détran 2)

Forte que emite simultaneamerte ur par de détrons
E no estado de spin singlgto

Wagne os com campo magndico nao homogéneo de
Stern - Gerlach

Figura 4.1: Primeira configuragao do experimento de Bohm.

Se D1 e D2 medem S, e D3, D4, D5 e D6 medem S,, hd uma correlacao
completamente aleatéria entre as duas medidas. Se D1 e D2 medem S, e D3, D4,
D5 e D6 medem S, ha 100% de correlacao entre as duas medidas. Se D1 e D2 nao
fazem medidas, as medidas de D3, D4, D5 e D6 se mostram aleatérias.

E vélido conhecer o formalismo utilizado na proposta de Bohm.

O estado conjunto singleto de spin dos dois elétrons no eixo O, é representado

por:
1
|Spin Singleto) = —2|Z+;Z—> —|Z—; Z+). (4.2)

J& para o estado conjunto de spin singleto dos dois elétrons no eixo O, é repre-
sentado por:

1
|Spin Singleto) = —2|X+;X—) — | X=;Z+). (4.3)

O autoestado de S, no eixo O, é representado por:
1
| X+) :—2|Z+>i|Z—>. (4.4)
Ja o autoestado de S, no eixo O, é representado por:

Z4) = 12|X+> LX), (4.5)
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Figura 4.2: Segunda configuragao do experimento de Bohm.

Essa nova configuracao experimental proposta por Bohm tornou viavel a cons-

trucao posterior de experimentos que corroboraram as previsoes da mecanica quantica.

4.3 Proposta de Einstein

Inspirado na idéia de Bohm, apds o artigo de EPR receber criticas de matematicos
sobre o seu equacionamento e finalmente devido a menor dificuldade experimental
em se trabalhar com observéveis discretos (como, por exemplo, o spin), Einstein
[4] também elaborou um novo experimento pensado com duas particulas 1 e 2 em
estado conjunto singleto de spin (spin total S = 0) onde os observaveis de spin
(Si+, 51—, 52+ e S?— ) sao medidos.

Se o spin da particula 1 for medido sendo S!+, havera 100% de probabilidade que
a particula 2 tenha o spin S?—, mesmo considerando que nio existe mais interagao
entre as duas particulas.

Nessa mesma, condicao, se for medida a componente de spin da particula 2 no
eixo Oy, o resultado serd nulo (Einstein ndo considerava a quantizacao do espaco).

Dois pontos principais sao colocados em questao:

1. A descricao feita pela teoria quantica é incompleta com respeito a um sistema
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Tabela 4.1: Tabela de de correlacao de spin dos dois elétrons emaranhados

Componentes | Resultado da Componentes Resultado da
de spin medidas | medida do de spin medidas medida do
por D1 e D2 elétron 1 por D3, D4, D5 e D6 elétron 2
Z + Z -

Z - X +
X - Z -
X - Z +
Z + X -
X + X -
Z + X +
X - X +
Z - Z +
Z - X -
X + Z +
X + Z -

individual ou,

2. Existe um acoplamento imediato de estados em entes fisicos separados espa-
cialmente.

O segundo ponto foi realmente confirmado pelos experimentos posteriores.

A figura (1.3) mostra a configuracao do experimento proposto por Einstein para
a medi¢ao da componente de spin da particula 1 e da particula 2 (ambas no estado
conjunto singleto de spin) no eixo O,.

A figura (1.4) mostra a configuragao do experimento proposto por Einstein para
a medicao da componente de spin da particula 1 no eixo O, e da particula 2 no eixo
O, (ambas no estado conjunto de spin singleto).

Nota-se que, segundo Einstein, a componente da particula 2 nesse eixo nao existe.
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Figura 4.3: Primeira configuracao do experimento de Einstein.
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Figura 4.4: Segunda configuragao do experimento de Einstein.
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Capitulo 5

Formalismo Moderno

Pisa [5] reapresentou numa notac¢ao mais atual uma publicagao de Schrodinger
6] intitulada “Relagbes de probabilidade de sistemas separados” de 1935 inspirada
no artigo de EPR [1] e onde, pela primeira vez, foi cunhado o termo “entanglement”,
em portugueés, “entrelacamento” ou “emaranhamento”.

A analise de Pisa parte do texto inicial do trabalho de Schrodinger, que desen-
volve a mesma condicao antes explorada por EPR:

“Quando dois sistemas, cujos estados conhecemos através de seus representantes
(fungdes de onda), entram em interagao fisica temporaria devido as forgas conhecidas
entre eles, e quando depois de um tempo de influéncia mitua os sistemas voltam a se
separar, entao eles nao mais podem ser descritos da mesma forma que anteriormente,
a saber, associando cada um deles um representante préprio. Eu nao chamaria isso
de um, mas o traco caracteristico da mecanica quantica, que obriga o seu afastamento
por completo das linhas de pensamento classicas. Através da interacao, os dois
representantes (ou fungées V) se tornaram emaranhados”.

Para distinguir os dois sistemas, neste formalismo pode-se rotular os dois sistemas
como sendo M e m e, além disso, definem-se seus vetores de estado como sendo
respectivamente |Ag) e |ap) no instante inicial ¢ = 0.

O estado conjunto desses dois sistemas que nao interagem entre si nesse instante

t = 0 ¢é dado pelo produto tensorial:
[ (Mm) ;¢ = 0) = |Ag) & |ao). (5.1)
Supode-se que os dois representantes sejam normalizados:
(Aol Ag) = (ag| ap) = 1. (5.2)
Assim, consequentemente:

(Mm;t =0|Mm;t=0)=1. (5.3)
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Do tempo t = 0 até t;, os dois sistemas evoluem sem interacao mutua e por isso
seus representantes evoluem com independéncia, conforme cada um de seus préprios
operadores de evolugao unitarios como Uy, (0 — t1) para o sistema M e Uy, (0 — t;)

para o sistema m de forma que para o estado conjunto é valido o seguinte:
| (Mm);0 <t <t)=Un(0—1)[A) ®Upn (0 —t1)] ao) = [A,) ® |ay,). (5.4)

A normalizacao do estado conjunto e dos estados de cada representante é con-
seguida gracas ao carater unitario do operador de evolucao.

Numa préxima etapa, durante o periodo de tempo entre t = t; e t = 9, 0s
dois sistemas entram em interacao fisica temporaria através de forcas conhecidas
entre eles de forma que a evolugao temporal conjunta passa a ser descrita por um
operador de evolugao unitario Uy, (1 — t2) que age sobre o estado conjunto dos

dois sistemas, conforme:

|(Mm);t=ts) = Unm (ts — t2) [(Mm);t=1t)
= Unm (t1 — t2) (|Ay) @ |ay,)) - (5.5)

E neste periodo que os dois sistemas ficam “emaranhados”, porque o operador
Unrm (t1 — t2) nao pode ser mais escrito como o produto de dois operadores de
evolucao independentes para cada um dos dois sistemas e tao pouco o sistema con-
junto pode ser escrito como o produto de cada um dos representantes que o compoe.

Para demarcar, por exemplo, o estado emaranhado do sistema m, ¢é utilizado seu
conjunto completo e ortonormal para escrever a expansao do estado emaranhado
conjunto | (Mm);t = ty), através da introducao da notagao |u,) para o vetor desse

conjunto ortogonal, onde a completeza e a ortonormalidade se exprimem por:

Z |tn) (n| = I, (5.6)

n

<un|un/) = 5nn’; (57)

sendo que I, é o operador identidade de estados do sistema m e J,,, é a funcao

usual delta de Kronecker. A expansao mencionada fica, entao, na forma:
|(Mm);t =ta) =) |Cpit = t2) @ |uy). (5.8)

Os estados |C),;t = tg) s@o os vetores no espago de estados do sistema M (rotu-

lados, por isso, com a letra C' maitscula) que, na base |u,,), definem os coeficientes:

(Un| Cpyt =ta) = (up| {| (Mm);t =t9)}. (5.9)
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Esta notacao enfatiza o emaranhamento dos dois sistemas m e M, enquanto que
o produto escalar com o vetor de base |u,) envolve apenas a dependéncia desse vetor
com relagao ao sistema. Como resultado disso, um vetor do sistema M depende da
natureza do estado emaranhado | (Mm) ;t = ts).

Como indica Pisa, a expansao (5.8) nao é tnica, devido a dependéncia crucial
da particular base {|u,)} utilizada na sua obtencao e, ao mesmo tempo, os vetores
referentes ao sistema M que funcionam como coeficientes nao sao em geral norma-
lizados e nem mutuamente ortogonais como sao os |u,). A introducao de novos
vetores normalizados resolve a questdo da normalizacao dos |Cy,;t = t), fazendo:

A 1
Cost = to) = Coit = ). (5.10)

(V(Cit = 1] Cst = 1)

Nesses termos, a expansao (5.8) passa a ser escrita como:

[(Mm) st =ts) =3 (J(Cuit = 1] Coist = 12)[Crst = 1) @ u). (5.11)

n

Com relacao a ortogonalidade, conforme descrita por Schrodinger, é preciso que
exista uma base {|u,)} que garanta a ortogonalidade dos |Cp;t = t5) (ou equi-

valentemente dos |C),;t = t2)).

Mais especificamente, usando a relagao (5.10) que define os |C,;t = t3), deve

existir alguma escolha dos |u,) tal que se tenha:

(Crit =1|Crit =tz) = {{(Mm);t=taf} [uw)(ua| {{(Mm);t =t2)}
= MO (5.12)

Deve-se ter, entao, A,, = (Cy,;t = t3|Cy; t = o), ou seja, os coeficientes numéricos

resultantes da normalizagao em (5.11) serdo, na realidade, (An)%.

A viabilidade da rela¢ao (5.12) pode ser testada com a inser¢ao de um conjunto

ortonormal e completo qualquer do espaco dos estados do sistema M, no seu segundo

membro:
; Up)(Up| = I, (5.13)
com
(Up|Upr) = dppr. (5.14)
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Dessa forma, temos:

(Cost=t|Crit =ta) = > ((Mm);t=1:|Up) ® [t ) (un| @ (Up| (Mm) ;£ = t2)

—— (zp:<UP| [ (Mrm) st = ta) (M) 5 ¢ = 1]} |Up>) )
= (un|pm (t = tg) |un/> = An&m/ (515)

Para haver a equivaléncia, o vetor |u,) tem que ser autofungao do operador
Pm (t =t2). O assim chamado operador densidade reduzido do sistema m no tempo

t =ty é, entao, definido por essa iltima passagem:

pm (t = 13) = ;(UP! {I(Mm);t = t3){(Mm);t =t} [Up). (5.16)

Esse operador representa a soma dos elementos de matriz diagonais do projetor
sobre o estado emaranhado, | (Mm);t = t3)((Mm);t = t3], na base referente ao
sistema M, {|U,)}, mas é independente da particular escolha feita para a base. Para
verificar tal propriedade, uma relacao de completeza de uma outra base ortonormal
no espaco de estados do sistema M pode ser inserida usando o carater unitario da
transformacao entre as duas bases. Pode-se escrevé-lo, independente da introducao
de qualquer base referente ao sistema M, como um trago parcial de | (Mm);t =
ta)(Mm) ;t = 1]

pm (t=1t2) =Tra (| (Mm);t = ta)((Mm);t = ta). (5.17)

O projetor | (Mm);t = t2)((Mm);t = t3] é chamado operador densidade com-
pleto do conjunto dos dois sistemas, M e m.
O operador densidade reduzido deve ser diagonal na base dos |u, ) para satisfazer

a relacao (5.12), ou seja, dessa forma temos que:

<Un|,0m (t = t2) |uN> = Apdnn. (518)

Por equivaléncia é preciso entao que os |u,) sejam autovetores do operador den-
sidade reduzido associado ao sistema mintsculo no tempo ¢t = ¢, sendo que os A,
serao, portanto, os autovalores correspondentes. Os autovetores e autovalores de
pm (t1 = t3) dependem do tempo como o préprio operador p,, (t; = t3), de forma
que é conveniente escrevé-los como |u,;t = t3) e A, (t1 = t2).

Para esta escolha da base relativa ao sistema m, temos a seguinte expansao:
| (Mm) it =1t) =Y /A (t = 12)|Crit = o) @ [up; t = o), (5.19)

sendo que <C’n, t= t2|C'nt =t9) = Gpp-
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Os autovetores ortonormais do espaco de estados do sistema M sao, entao, au-

tovetores do operador densidade reduzido para esse outro sistema conforme:
pu (t=1t2) =Tr, (| (Mm);t =t){((Mm);t =1s]). (5.20)

Os dois operadores densidade reduzidos tém também os mesmos autovalores.

A expansao (5.19) é chamada por Schrondiger de “expansao bi-ortogonal” e ele
a propoe como a que nos revela verdadeiramente em que consiste o emaranhamento
(“gives us true insight into the entanglement”).

Em termos da expansao, a evolugao do estado conjunto dos dois sistemas intera-

gentes de t = t; até t =ty é descrita como:

[AL) @ lan) = D\ An (= 12)|Crst = t2) @ Jun; t = ta). (5.21)

A forma produto valida para o estado em ¢ = t; pode ser reconhecida também
como a forma da expansao bi-ortogonal valida nesse instante, em que cada um dos
sistemas tem ainda seu estado descrito por um representante préprio. Os represen-
tantes sao as autofungoes correspondentes dos respectivos operadores reduzidos e os
operadores densidade reduzidos tém entao um tnico valor nao nulo (igual a 1).

O emaranhamento consiste na necessidade de usar varios representantes inde-
pendentes (ortogonais) para cada um dos sistemas, sendo que esses representantes
estao “correlacionados” aos pares, um para cada sistema, com o mesmo autovalor,
sendo que cada um desses pares recebe ainda um peso determinado pelo autovalor

correspondente dos operadores reduzidos. Em outras palavras, temos:

Trmpluy’) = X' [uy) (5.22)
e
Trapluy) = Ag'luy’). (5.23)
Como:
p = A rluy) @ [up)(um| @ (uy], (5.24)

considerando as equagoes (5.22) e (5.23), podemos escrever este operador como:
p = Aunluy) @ up)(un| @ (uy,'| (5.25)

A situagao seguinte dos sistemas m e M nesse formalismo é que a interacao fisica

temporaria que existiu entre eles durante o periodo t = t; a t = t5 cesse a partir do
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tempo t =ty , de forma que passem a evoluir conforme os seus préprios operadores
unitarios de evolucao.
O processo de emaranhamento entdo cessa, mas os vetores ortonormais |C),) e

|u,) continuam a evoluir conforme:

|Cit > ty) = Uns (ty — 1) |Crst = ta) (5.26)
e também:

A interrupcao do processo de emaranhamento significa apenas que a evolucao
temporal dos autovalores dos operadores densidade reduzidos cessa.
O conjunto dos dois sistemas permanece, portanto, emaranhado e seu estado é

descrito pela expansao “bi-ortonormal”:
|[(Mm) it >t) =3 /Ay (t = t2)|Cnt > t9) @ un;t > to). (5.28)

Os pesos associados aos varios termos da expansao expressos em termos dos
autovalores A,, obtidos em t = t5 vao permanecer agora constantes, de forma que o
argumento temporal podera ser omitido para aliviar a notacao.

Schrodinger [6] se interessa pelo processo chamado de “desemaranhamento” | que
ocorre através de medigoes feitas sobre um dos sistemas emaranhados. Sobre esse
fendmeno, Schrédinger escreveu em seu trabalho de 1935 [6]:

“Its sinister importance is due to its being involved in every measuring process
and therefore forming the basis of the quantum theory of measurement, threatening
us thereby with at least a regressus in infinitum, since it will be noticed that the
procedure itself involves measurement”.

Esta afirmacao de E. Schrodinger demonstra a importancia e a relagao intrinseca
que o sistema de duas particulas emaranhadas tem com o processo de medida em
mecanica quantica.

A expansao (5.28) descreve as correlagoes existentes entre os dois sistemas emara-
nhados e a implicacao disto é a possibilidade de determinar o estado quantico de um
dos sistemas, nao observado, através da medicao de um sistema observado, mesmo
que nao mais interagoes existam entre eles.

No caso geral em que todos os autovalores A # 0 sao distintos, isto é, os auto-
valores nao nulos dos operadores densidade reduzidos sao livres de degenerescéncia,
os vetores ortonormais |Cp;t) e |u,;t) que aparecem em (5.28) sdo univocamente

determinados.
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Neste caso, se 0s |u,;t) sdo também autovetores de um observavel (ou de um
conjunto de observaveis compativeis) do sistema m, uma medida desse observével
determina o vetor de estado do sistema m como sendo um desses vetores (correspon-
dente ao autovalor ou autovalores obtidos na medida) e, a0 mesmo tempo, o estado
do sistema M fica determinado como aquele que é representado pelo vetor de estado
correspondente na expansao “bi-ortogonal”.

Um caso particular ao desse caso geral analisado anteriormente é aquele em que
todo os valores A,, # 0 sao iguais e, portanto, os respectivos autovetores |én, t) e
|un;t) sdo definidos a menos de uma transformagcao unitaria arbitraria.

Isso significa que o representante do sistema M sera determinado univocamente
quando for determinado o representante do sistema m, através de qualquer medida
feita sobre o sistema m. Schrodinger mostra em seu trabalho de 1936 que é possivel,
entao, selecionar o estado de um dos sistemas (por exemplo, do sistema M) de modo
que ele seja representado por um vetor pré-determinado, através de um processo de
medida realizado sobre o sistema m

O representante | X') escolhido para o estado do sistema M pode ser, em principio,
tomado arbitrariamente, sujeito apenas a condigao de que ele seja exprimivel como
uma combinacao linear dos estados |é'n;t> que atua na expansao “bi-ortogonal”
(5.28), ou seja:

1X) = Y XulCut), (5.29)

ooX,P = L (5.30)

n(An#0)

Para determinar o que deve ser feito com relagao ao sistema m para obter esse
estado no sistema M, basta notar que a expansao (5.28) nos permite escrever seus

coeficientes C,,(t) na forma:

Cult) = =it {| ()51} (5:31)

X
(un; 1] X) = —= (it {[ (Mm) ;1) }. (5.32)
n(A%O) Vi

O representante normalizado do estado do sistema m ¢é identificado pela ex-

pressao anterior e é correlacionado com o representante | X) do sistema M, conforme:

1 X
_ n gt 5.33
)= 75 2 it (5.33)
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|Xn’ |2
Ay

N

>

! (An#0)

(5.34)

Entao, o sistema M é conduzido ao estado |X) através de uma medida de um
observével |z) que seja um autovetor do operador densidade do sistema m. Nessa
medida é obtido um autovalor correspondente a esse autovetor com probabilidade
que isso ocorra como sendo P, = %

Esse procedimento é comentado por Schrodinger de forma ambigua:

“Sem duvida, a situacao descrita aqui €, na mecanica quantica atual, uma ca-
racteristica necessdaria e indispensdvel. Surge, entdo, a questao de que seja assim
também na Natureza. Fu nao estou certo de que haja evidéncia experimental sufi-
ciente para isso”.

O autor comenta posteriormente a respeito de experiéncias envolvendo a prepara-
¢ao e observacao de estados quanticos, indicando a comprovacao dos emaranhamen-
tos quanticos e cita, inclusive, o processo de emaranhamento com o “ambiente”, o

que leva a ocultacao de estados quanticos.
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Capitulo 6

O teste da desigualdade de Bell e o teletransporte

6.1 Teorias de Variaveis Ocultas

Os textos seguintes sobre as Teorias de Varidveis Ocultas e a desigualdade de
Bell sdo baseados no trabalho de Pessoa [14].

O matematico von Neumann havia demonstrado ser impossivel haver uma teoria
de variaveis ocultas que obtivesse todas as previsoes da teoria quantica.

Daqui em diante chamaremos as Teorias de Varidveis Ocultas apenas como TVO.

Uma TVO ¢ qualquer teoria que adiciona grandezas invisiveis a mecanica quanti-
ca - parametros ocultos como a posicao e a velocidade de uma particula, segundo a
interpretacao de Louis de Broglie, e que dessa maneira consegue retornar ao ideal
da Fisica Cléssica, em que todas as quantidades fisicas podem ser conhecidas si-
multaneamente e que seja determinista, no sentido em que os eventos nao ocorram
ao acaso ou com uma dada probabilidade de ocorrerem. Em outras palavras, se
num experimento quantico conhecéssemos o estado quantico e o valor das variaveis
ocultas, poderiamos prever com exatidao o resultado de qualquer medicao feita em
um objeto individual.

Mas, von Neumann provou que tal teoria nao poderia existir. No entanto, em
1952, o norte-americano David Bohm apresentou uma nova versao da antiga in-
terpretagdo de de Broglie, uma interpretagao realista e com varidveis ocultas (as
posicoes e velocidades das particulas) que era consistente com a mecanica quantica,
gerando as mesmas previsoes que esta.

Quanto a prova de von Neumann, Bohm explicou que em sua teoria as variaveis
ocultas relevantes nao pertenciam apenas ao objeto quantico, mas também ao apa-
relho de medicao. Assim, continuava sendo verdade que, dado o estado quantico e o
valor das varidveis ocultas, o resultado de uma medicao seria determinado (apesar

de ser impossivel conhecer todas as varidveis ocultas relevantes). Ocorre que quando
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medimos a posicao x ou a velocidade V,,, o arranjo experimental muda, e assim muda
também o conjunto de variaveis ocultas relevantes. Essa propriedade da teoria de
David Bohm é chamada de contextualismo, e ela é suficiente para escapar da prova

de impossibilidade de von Neumann*.

6.2 A desigualdade de Bell

A teoria de Bohm tem uma propriedade que a afasta da Fisica Classica: ela viola
a condicao de localidade.

Ou seja, um evento que ocorre localmente pode influenciar instantaneamente o
estado quantico num ponto muito afastado.

E assim que a teoria de Bohm resolve o paradoxo de EPR: sua teoria nao seria
incompleta (a mecanica quantica seria), apesar de satisfazer a condigao do realismo,
porque ela viola a condicao de localidade.

O norte-irlandés John Stuart Bell analisou profundamente esta caracteristica da
teoria de Bohm, e suspeitou que ela seria uma caracteristica geral de qualquer TVO
consistente com a Teoria Quantica. Antes de explorar essa possibilidade, porém,
escreveu um artigo importante no qual esclareceu as limitacoes de provas de impos-
sibilidade como a de von Neumann. E no artigo seguinte, publicado em 1964, derivou
uma desigualdade envolvendo grandezas mensuraveis para pares correlacionados de
particulas que seria obedecida por qualquer TVO local, mas que seria violada pela
Teoria Quantica.

Dentro de uma década, experimentos mostraram que a natureza de fato viola
essas desigualdades, em acordo com a Teoria Quantica, e que portanto teorias de

varidveis ocultas locais sao incorretas.

6.3 Aspect demonstra a violagcao da desigualdade de Bell

Aspect [8] e colaboradores realizaram no inicio da década de 1980 um exper-
imento real baseado no experimento pensado idealizado por Einstein, Podolsky,

Rosen e Bohm, que comprovou a violagao das desigualdades de Bell [7].

*Bohm trabalhou na Universidade de Sao Paulo entre 1952 e 1955, fugindo do Macartismo.
Morando no Brasil, colaborou com varios fisicos brasileiros, e tentou estender sua teoria para
o dominio relativistico, projeto este que nao teve muito sucesso, e explica porque poucos fisicos

aderiram a sua abordagem.
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O aparato experimental mostrado na figura (6.1) indica uma fonte (S) que emite
feixes de fotons em estado conjunto singleto em orientagoes opostas. Os feixes pas-
sam por dois conjuntos épticos (polarizadores de calcita) posicionados cada qual
numa orientacao e sao divididos na saida dos mesmos em dois feixes (um paralelo
e outro perpendicular) que terminam cada qual num fotomultiplicador (P.M.) con-
tendo um sensor. Monitores eletronicos sao ligados a cada um dos quatro sensores

e contam as coincidéncias (coincidences) e nao coincidéncias (singles).

riAy ¢t @—"Z-?Eb valL N
(@) H

.Li 1
o
z
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L

Singles Singles |-

Coincidences

Figura 6.1: Esquema do experimento de Aspect.

As contagens de coincidéncias e nao coincidéncias sao feitas com relagao a pola-
rizacao entre os fétons que se propagam para a direita e os fétons que se propagam
para a esquerda.

Através da acao de comutadores acustico-épticos ultra-rapidos, os dois pola-
rizadores de calcita desviam de forma independente os fétons para os fotomultipli-
cadores paralelos e perpendiculares contendo os sensores.

O angulo relativo entre os dois polarizadores pode ser variado.

Devido aos quatro sensores existentes (dois na direita e dois na esquerda), quatro
medigoes podem ser feitas para dois fétons disparados (um para a direita e outro para
a esquerda) a partir da fonte (polarizagdo +1 para os fétons desviados na dire¢ao
paralela e polarizagao —1 para os fétons desviados na diregao perpendicular).

O tempo de comutagao (mudanga dos polarizadores no desvio dos feixes de luz)
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dos comutadores actstico-6pticos (5 ns) é bem menor que o tempo de propagagao
dos fétons da fonte até os conjuntos épticos (20 ns) de forma que nao ha tempo hébil
para haver troca de informagoes sobre mudancas ou ajustes desses comutadores que
permitam aos fotons simular correlagoes entre eles, utilizando meios estritamente
locais (interagoes locais conhecidas, cuja velocidade de propagagao é igual a da luz
no vacuo).

Vamos denotar por Py . (6, a a probabilidade de encontrar o primeiro féton na
direcdo @ com probabilidade +1 e o segundo na direcao b com probabilidade +1.
Entao, pode-se definir o coeficiente de correlagao das medidas nas duas particulas

COmo:
E (@) = Pyy (@,b) + P-_ (d,b) — Pp_ (@) — P-, (@,b). (6.1)

Se a correlagdo existente entre os fétons no estado singleto (emaranhados) é
local, ou seja, esté limitada a uma velocidade de interagao igual a da luz no vécuo,

entao os limites maximos da média dos coeficientes de correlagao (S) sdo dados pelas
desigualdades de Bell

—-2<5<2, (6.2)
sendo que a média S ¢ calculada conforme
S=E(ab)-E(at)+E(ab)+E(@V)), (6.3)

que envolve quatro medidas em quatro diregoes diferentes. Nesta definicao, E é o
coeficiente de correlacao e @ e b sdo vetores que representam orientagoes arbitrarias
no experimento, sendo @ o indice para o sensor esquerdo e paralelo, @ o indice para
o sensor esquerdo perpendicular, b o fndice para o sensor direito paralelo e v para o
sensor direito perpendicular.

Se a correlagao existente entre os fotons obedece a previsao da mecanica quantica,
ou seja, a correlagao existente entre os fétons no estado singleto é nao-local (agao
instantanea entre os dois fétons), entao a desigualdade de Bell é violada e os limites

da média dos coeficientes de correlagao serao
S = +£2V/2. (6.4)

O conflito entre as duas previsoes foi resolvido pelas medicoes e os resultados foram
plenamente favoraveis a mecanica quantica.

O ponto de maior conflito entre as duas previsoes ocorre nos angulos entre os
— —/ —/
polarizadores (c?,g) = (b, aﬁ') = (cf',b ) =22,5%¢ <c?,b ) = 67,5° sendo que a
média de cinco medicoes foi de

Sexp = 2,697 + 0,015. (6.5)
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Tal valor indica a violacao dos limites indicados nas desigualdades de Bell e é muito
préximo do valor previsto pela mecanica quantica.

A pequena diferenca entre a média dos valores medidos e a média dos valores
previstos pela mecanica quantica ocorre em funcao dos polarizadores nao serem
ideais, ou seja, uma parte dos fétons nao é detectada porque os polarizadores nao
sao totalmente eficientes.

O gréfico da figura (6.2) mostra as correlagoes medidas em fungao dos angulos
relativos dos sensores de polarizacao, onde a curva pontilhada indica a previsao da

mecanica quantica.

1 iF.E,_
'l_
. B} n
(5| ¥ + } b P I S—
3@ - 6O Y
—.af -
-

-1 L "

Figura 6.2: Grafico de correlagoes medidas de Aspect em fungao dos angulos relativos

entre os sensores de polarizagao.

Para sensores de polarizacao simétricos, a previsao da mecanica quantica é dada

pela equacao do coeficiente de correlagao

(1 = 1) (1 = 1%)
(1 + 1) (1 + 1)

E (@,b) = 0,984 cos2 (a,b), (6.6)

onde os coeficientes T1H e T2” sao respectivamente os coeficientes de transmissao dos

feixes de fotons da direita e da esquerda com polarizagao paralela e os coeficientes
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T e T3 sao respectivamente os coeficientes de transmissao dos feixes de fétons da
direita e da esquerda com polarizagao perpendicular.

O experimento de Aspect e de seus colaboradores demonstrou entao que os
emaranhamentos quanticos sao de fato reais e que a mecanica quantica esta cor-
reta em suas previsoes, nao podendo os fenomenos por ela explicados serem também

descritos por TVO locais que consideram velocidades luminares.

6.4 Teletransporte: Um exemplo de aplicacao envolvendo

emaranhamentos quanticos

Bennett, da divisao de pesquisa da IBM, e colaboradores publicaram um artigo
em 1993 na Physical Review Letters [9], mostrando a possibilidade de teletransporte
de estados quanticos.

A proposta era a de desmontar um estado quantico desconhecido |®) e reconstrui-
lo por meio de uma informacao puramente classica e outra puramente nao-classica
(estado EPR). Uma mensageira chamada Alice e um destinatério chamado Bob
compartilham um par EPR. As particulas do sistema viajam em sentidos contrérios
e Alice faz uma medida de spin de sua particula EPR e envia a Bob seu resultado.
Assim, Bob pode converter o estado de sua particula EPR numa réplica exata do
estado desconhecido |®), destruido por Alice.

Existem dois modos de passar informagao para Bob:
1. mandar a particula no estado |®) .

2. Fazer esta interagir unitariamente com uma das particulas do par EPR num
estado conhecido como |ag) de modo que a particula original é deixada no
estado padrao |®g) e o sistema é deixado num estado desconhecido |a) contendo
a informagao completa sobre |®) (esse estado é destruido por Alice no processo

de medicao).

Se Alice manda a particula do sistema no estado |a) para Bob, ele pode reverter
a operacao de Alice e preparar uma réplica do estado |®). Para tal operacao reversa,
Bob se utiliza da particula companheira do par EPR.

O diagrama de espago-tempo para o teletransporte quantico na figura (6.3)
mostra mais detalhes do processo. Como usual, o tempo é incrementado de baixo
para cima. As linhas sélidas representam um par de bits classicos, as linhas trace-

jadas sao os pares de particulas EPR (que podem ser de tipos diferentes) e as linhas
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onduladas sao as particulas quanticas no estado |®). Alice (A) efetua uma medigao

quantica e Bob (B) se utiliza de uma operacdo unitria I.

Dois bits

&)

|¢> Par EPR

Figura 6.3: Diagrama de espaco-tempo para o teletransporte quantico.

A figura (6.4) mostra um aparato de teletransporte com luz laser no estado
"squeezed”.

No estado “squeezed” a luz laser possui uma reducao do ruido quantico e a dis-
tribuicao de fétons é muito concentrada numa determinada frequéncia (alta coeréncia).

Dois feixes emaranhados i e éi (chamados também de feixes EPR) s@o gerados
pela combinacao de dois feixes de luz laser no estado “squeezed” num divisor éptico
50/50.

Os feixes EPR se propagam pela estacao mensageira Alice, onde sao combinados
num divisor éptico 50/50 com um outro feixe de entrada num estado desconhecido
e amplitude complexa.

Alice usa dois conjuntos de detectores para fazer uma medida das amplitudes do
estado de Bell desse feixe que foi combinado.

Por causa do emaranhamento entre o estado conjunto dos feixes EPR, a deteccao
feita por Alice colapsa o estado do feixe propagado para Bob (feixe ii).

Depois de receber classicamente o resultado de Alice, Bob fica habilitado a cons-

truir o estado que foi teleportado através de um simples deslocamento de fase do

"Bob deve executar uma medida ou uma rotacao, por meio de operadores unitarios, que seja
ajustada a informacgao recebida de Alice.
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Figura 6.4: Esquema experimental do teletransporte quantico.
feixe EPR (i1).

A particula 1 é representada pelo seguinte estado:

|®1) = al T1) + 0] 1), (6.7)

onde os coeficientes obedecem a relagao |al? + [b|> = 1.
O estado emaranhado (EPR) entre a particula 2 encaminhada para Alice e

particula 3 encaminhada para Bob é representado por:

[Wa3) = \E(I T2)[ L) = [ 12)[ T3)) - (6.8)

Os chamados estados de Bell combinados entre a particula 1 (de estado desco-
nhecido) e a particula 2 (particula emaranhada ou EPR encaminhada para Alice)

sao representados por:

) = \/gﬂ Tollz) +110] T2), (6.9)
0%;) = \/g(| T) T2) £ 1) 12) (6.10)

O estado completo |Wy93) das trés particulas antes da medicao feita por Alice é
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dado por:

[W123) = [D1) @ [Vy), (6.11)
cujo resultado nos fornece:
a b
[Wi23) = 7 (FT0l T2 Ls) = [ Tl L2} 13)) + 7 (FLol T2 sy = [ 1)) 12)] 13)) -
(6.12)

Nesta equacao, cada produto direto entre os vetores de estado 1 e 2 pode ser
expresso em termos dos vetores da base dos operadores de Bell |[U%) e |®3;), de

modo que podemos escrever:

Vi) = o (105} (~al 1) — ] 1) + [} (~al 13) + 0] Ls)) +
+ @) (a] L) +0[ 13)) + @) (af L3)] — b T3>)} : (6.13)

Apés a medicao feita por Alice do estado 2, a particula 3 enviada para Bob e
que compde o par EPR (a outra particula rotulada como 2 foi enviada para Alice) é
projetada para um dos quatro estados puros indicados nos quatro termos da equacao

anterior, a saber:

[ -1 0 0 1 0 —1
—|¢3>=—(b),(0 1)|¢3>,<1 0)|¢3>,(1 O)|¢3>. (6.14)

sendo que cada um possui probabilidade i.

Se Bob obtiver através de uma medicao um dos dois estados indicados pelos dois
termos a esquerda da soma na equagao que representa o estado completo |¥is3)
entdo, o estado | T1) representa o estado desconhecido |®), sendo se obtiver um dos
dois termos indicados pelos dois termos a direita da soma na equacao que representa
o estado completo |¥153), 0 estado | 1) é que representa o estado desconhecido |P).
Resumindo, o estado |®) serd completamente teletransportado de Alice para Bob.

Ficou demonstrado entao que o teletransporte é uma das aplicagoes possiveis
dos emaranhamentos quanticos, assim como outras (ndo demonstradas aqui) rela-
cionadas principalmente a computagao quantica, que utilizam, em geral, variaveis

discretas (com os estados quanticos nessas aplicagoes relacionados aos niveis 16gicos).
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Capitulo 7

Emaranhamento quantico em um potencial

Os estudos atuais sobre os emaranhamentos quanticos estao principalmente fo-
cados em computacao quantica, que utilizam observaveis discretos como o spin.

Existe, entao, um grande campo para estudos da evolucao temporal de sistemas
de duas particulas emaranhadas submetidas a um dado potencial.

O ponto de partida desses estudos sera mostrado a seguir através de um modelo
muito simples.

Duas particulas diferentes com o mesmo médulo do momento e emaranhadas
quanticamente sao emitidas em sentidos contrarios ao longo do eixo x apds o tempo ¢
= tp e com a condicao de que nao possuem mais interagao entre si e com o meio
exterior e também estao limitadas a um tnico grau de liberdade (eixo ).

Na posicao x = 0, existe uma barreira de potencial infinito que é atingida no
tempo t = t; pela particula 1 que se desloca no sentido positivo do eixo x.

A figura (7.1) mostra um esquema genérico indicando o deslocamento das parti-
culas e a posigao arbitraria L da barreira de potencial. Em nossos calculos, consi-
deraremos, sem perda de generalidade, L = 0.

A questao que se coloca é o que ocorrera a partir do instante ¢ = ¢ com a particula
2 que se desloca no sentido negativo do eixo x?

Para tentar responder essa questao, sera preciso fazer uma analise desse sis-tema em

dois periodos de tempo, que compreendem o periodo da emissao das duas
particulas até antes do choque da particula 1 na barreira de potencial (to <t < t;) e o

periodo do choque da particula 1 na barreira de potencial em diante (¢ > t;).

No periodo ty < t < t1, a fungao de onda do sistema combinado das duas particulas W
(21, 22), ou seja, do sistema de duas particulas emaranhadas quantica-

mente, é o produto da funcao de onda que representa na mecanica quantica cada uma

das particulas antes de estarem emaranhadas:

N (C(]l, l‘g) = \Ifl (I1> \112 (.172) == A@i(klml_k2$2), (71)
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Figura 7.1: Esquema do sistema unidimensional de duas particulas emaranhadas,

com a da direita se movendo em dire¢ao a uma barreira de potencial.

onde a funcao de onda da particula 1 que se desloca na direcao +x é dada por:
U, (z,) = Be1m (7.2)
e a funcao de onda da particula 2 que se desloca na direcao —x é dada por:
Wy (15) = Ce ka2 (7.3)

onde k; e ky sao, respectivamente, os nimeros de onda das funcoes de onda das
particula 1 e 2 e B e (' sao, respectivamente, as amplitudes das fungoes de onda da
particula 1 e 2.

According to the procedure of the reference [11], the wave function ¥ (x7, x2) must
be the solution of the Schrodinger equation and it represents the joint quantum state of
the two entangled free particles:

B2 2 h2 2

— Y, — EV; =0 (7.4)

Ao - Ry
! 2m, da? 2my das

Solving separately each term in the right side of the equality:

h2 d2 h2 d d ‘ h2
_77\111 - - | — A tkixi—kiz1 — 7]{ 2\Iji 75
2m1 de'% 2m1 d],’l [dxl ( € )‘| 2m1 1 ) ( )
That is E1 = h? kal? and
hZ d2 hQ d d ‘ hg
_77\111 - __ - = | A ik1x1—k1x1 — 7]{; 2\];’1' '
2m1 dx% 2m2 d{L‘2 [de ( € )‘| 2m2 2 ) (7 6)
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that is E2 = n2 71{522.

2m

Substituting eac}21 term in the equation of Schrédinger again, we got the

follow:

(7.7)
EW,+ BV, — EV,=0= EWW,+ VU, = EV,— E1+ Ey=FE.

The parameters m; e myare respectively the mass of the particles 1 and 2, 7 is the
usual Planck constant divided by 27.

Entao, a funcdo V; (x1,22) é mesmo a solugdo da equagdo de Schrondiger, ou
seja, € sua autofuncao e os autovalores de energia F, e Fy somados correspondem
ao valor total F de energia do sistema.

Em mecanica quantica, as grandezas fisicas observaveis sao representadas por
entes matematicos chamados operadores e ¢ muito interessante comparar os valores
dos momentos da particula 1 e da particula 2 nos periodos t)g < t < t; et > tq,
usando para isto o operador momento 15331 para a particula 1 e o operador momento
pxz para a particula 2.

Os operadores pxl e ]51;2 sao representados por:

. hd . hd
P,="" P, ="

1

— , = - . 7.8
idry T i dx (7.8)
Para o periodo ty < t < t;, a funcdo W, (x1,25) deve ser a autofuncao dos

operadores momento P, e P,,:

A hod hod ,
P g[ — 77\11 —— A Z(kla?l—kgatg)
o 1 df['l ! 7 dl‘l [ € :|

h

= ;kl {Aei(klxrk”ﬂ = hk ¥, (7.9)
~ h d h d .
PVU, = — VU, =—-—— A i(k1x1—kax2)
: 1 dxo 1 dxo [ € }
_ Ek‘g [Aei(k1x1—k2a:2)} — _hka\I{i’ (710)
7

em que hk; e —hky sao, entao, autovalores das autofungoes dos operadores momento
P, e P,,. Assim, a partir deles, os momentos das particulas 1 (p,) € 2 (pg,) sio

indicados como:

Pe = +hk (7.11)
Pzy = —hky (7.12)

Como a premissa inicial é a de que o médulo do momento das duas particulas é

igual, ou seja:

|pac1| = |pac2| - |hk1| - | - hk2|7 (713)
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entao, o momento total do sistema sera nulo porque:

Nota-se claramente que o momento da particula 1 é positivo porque a mesma se
propaga na direcao +z enquanto que o momento da particula 2 é negativo porque
a mesma se propaga na direcao x.

O valor do momento é diretamente proporcional ao nimero de onda k da funcao
de onda.

O detalhe mais interessante é que os momentos das particulas 1 e 2 sao os mesmos
que antes das particulas se emaranharem via forcas locais conhecidas, sendo que
cada uma nessa condigao seria representada pelas suas préprias fungées de onda (ja

mostradas anteriormente):

W, (2,) = Befr (7.15)

\112 (SL’Q) = Ce_iksz. (716)

Os autovalores das autofungoes dos operadores momento seriam calculados como:

P U, = :,Ldi(Beikm) = ?ml (Be™™) = hhky ¥y (7.17)
PV, = ?;@(Ceikm):—?mg (Cem™m) = —hkyW,.  (7.18)

Fica claro que os momentos p,, e p,, das particulas emaranhadas livres sao

iguais respectivamente aos momentos p;, e p) das particulas como se nao estivessem

emaranhadas:
pgcl = +hk; (7.19)
Py, = —hks (7.20)
(7.21)

No periodo em que a particula 1 atinge o potencial infinito (¢t > ¢;), a fungao de
onda total se torna a soma da fungao de onda incidente U; (21, x2) com a funcdo de

onda refletida W, (x1, z3):
U (21, 02) = Vi (01, 72) + ¥, (71, 20) = A {ei(kwl_kzm + e_i(km_sz)} (7.22)

Nota-se que a amplitude da onda refletida é a mesma da onda incidente porque a
reflexao é total, visto que a barreira de potencial é infinita, conforme indica Eisberg
e Resnick [15].
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Nessa mesma referéncia [15], é possivel verificar as condigbes de unicidade e
continuidade no ponto onde x = 0 (posi¢ao da barreira de potencial infinito), que
sao atendidas pela fungao V¥ (z,23), visto que a amplitude dessa funcdo torna-se
nula para z > 0.

A funcgao de onda total W (z1, x9) precisa também ser uma soluc¢ao da equagao de
Schrodinger e para verificar isto é preciso usar o recurso da combinacao de funcoes

exponenciais complexas que resulta numa funcao trigonométrica cosseno:
A [ei(klxl_kﬂ?) + 6_i(k1$1_k2$2)} = 2Acos (k1x1 — kox2) (7.23)

Para o problema de valor de contorno, a funcao de onda deve também satisfazer

as condigoes de contorno:
\IJ(O, 1'2) = \Ij(l'l, O) = O, (724)

ou seja, as fungoes de onda associadas as particulas 1 e 2 devem obrigatoriamente
se anular em x > 0, devido a presenga do potencial infinito.

Assim, devemos ter:
U(0,x9) = 2A cos (k1.0 — kaxg) = cos (—kaxa) = 0, (7.25)

de modo que, para ser solucao do problema fisico, a funcao de onda deve obedecer

a relagao entre a posigao da particula 2 e seu nimero de onda, dada por:
U(0, x9) = 2A cos (k1.0 — ko) = cos (—kexs) = 0, (7.26)

ou seja,

1
koxo = m(n + 5), (7.27)

em que n é um numero inteiro.

Assim, os numeros de onda validos devem obedecer a relacao:

s 1
ko = — —). 7.28
2= Lt ) (7.29)

Analogamente, a funcao de onda deve obedecer a relacao entre a posicao da

particula 1 e seu niimero de onda, de modo que os nimeros de onda vélidos devem

satisfazer:
1
k= —(n+ ). (7.29)

I 2

Em resumo, podemos dizer que as condicoes de contorno sao atendidas somente

para determinados nimeros de onda k; e ky validos que sao indexados pelo ntimero
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quantico n. Assim, supondo, esse cédlculo sugere a possibilidade de existéncia de
solucoes para o problema, desde que também satisfeita a equacao de Schrodinger
para o periodo pds-choque com a barreira de potencial infinito.

Substituindo a funcao de onda cosseno na equacao de Schrodinger é possivel

calcular as duas autofuncoes do operador energia e seus autovalores:

: R h: 2
2my da? 2my da? (24 cos (k121 — ko)) (7.30)
R:d d 72

—_—— [QA COS (]{71331 — k'QLCQ)] = TTTLI]{IlQ\II, (731)

2m1 d.’El dlEl

. , 2
sendo que o autovalor da energia é Fy = £—ki% e

2m1
- R d? h: @2
HYV = ——— VUV =————_[24 k —k
2mo dxs 2my da3 (24 cos (21 — kats)]
R d d h?
- [24 kiz; — k R .32
2m2 dl’g dQTQ [ o8 ( 10 21'2)] 2m2 2 ’ (7 3 )

. 2
sendo que o outro autovalor da energia é Fy = 2%/@2.

Usando novamente a soma de fungbes exponenciais o que resulta na funcao de
onda total é possivel verificar se a mesma é também autofuncao do operador mo-

mento total le e PxQ:

P U = Ei\l} — EiA eilkrz1—kawa) | e—i(klwl—sz)}
o ) dl‘l ) dl’1
h h
— -k, — =ik, = ik, — hk U, = pl\pz +p/1\I]T, (733)
1 1
onde p; = +hk; e p| = —hk; sao os valores do momento da particula 1 nas dire¢oes
+r e —uw.
- hod h d , .
PV = ——U=-—A i(k1w1—kox2) —i(k1z1—kowa)
? 1 dl‘g 1 dl’Q © te }
h h
—— *Z/CQ\I/,L — fikg\I/T = th\I’Z — th\I]r = pQ\I;/L —i—pIZ\Ilr, (734)
1 ?
onde py = +hks e piy = —hky sao os valores do momento da particula 2 nas dire¢oes

+x e x.

Devido a premissa inicial, temos que:
o1 = [Pi] = |pa| = [pa] = |hkn| = | — hka| = |hks| = | — Dk, (7.35)
entao, o momento total do sistema sera:

p=p1+ D, +ps+ph = hky — hky + hky — hky = 0. (7.36)
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O momento total do sistema ¢é nulo, o que indica que o mesmo foi conservado no
periodo de tempo t > t;, como deveria ser.

A combinacao linear de fungoes que sao autovalores do operador ]5, isto é, a
soma das fungoes V; (x1, z2) + U, (21, x2), as quais sdo individualmente autofungoes
de P estdo de acordo com o caso mais geral de superposicao de estados na mecanica

quantica:
U = 61\111 + 02‘1/2 +...= ch\l/n, (737)

onde ¢, sao coeficientes numéricos e ¥,, corresponde aos diferentes estados do mo-
mento ou valores que ele pode assumir.

Voltando a analise do momento das particulas 1 e 2 no periodo de tempo dado
por t > t1, ou seja, a partir do instante em que a particula 1 atinge a barreira
de potencial infinito, esse estudo sugere que, dadas determinadas condicoes para os
numeros de onda, ambas as particulas passam a ter componentes de momento na
diregdo +x e —z, lembrando que no periodo de tempo tg < t < t; (antes do choque
da particula 1 na barreira de potencial e depois da emissdo das duas particulas) a
particula 1 s6 tinha componente de momento na direcao +x e a particula 2 sé na
direcao —u.

Entao, esse estudo sugere que a resposta da questao inicial é que a particula 2
pode sofrer uma mudanga imediata no seu momento quando a particula 1 se choca
contra a barreira de potencial infinito no instante ¢ = ¢; independente da distancia
de afastamento entre ambas e do fato de nao haver mais interacao mutua por forcas
locais conhecidas, dadas determinadas condigoes para os nimeros de onda.

Com este resultado, sugere-se que é possivel verificar que a evolucao temporal das
particulas pode realmente sofrer a influéncia de efeitos nao-locais representados pelos
emaranhamentos quanticos, mesmo em longas distancias. Vale ressaltar que esse
calculo sugere o fendmeno, mas para demonstrar esse efeito com rigor, é necessario
resolver o problema via equacao de Schrédinger dependente do tempo e nao apenas
utilizando o modelo simples de se supor vélido resolver o problema intervalo por

intervalo.
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Capitulo 8

Consideracoes Finais e Conclusoes

Neste trabalho, fizemos um estudo amplo do fenémeno de emaranhamento quan-
tico de duas particulas, abrangendo desde o seu surgimento por meio do artigo que
originou o paradoxo EPR e as constatagoes experimentais que foram obtidas nas
décadas seguintes, até as aplicacoes deste tipo de estado fisico, em especial no caso
do teletransporte quantico.

Foi também estudado no sistema formado por um par de particulas emaranhadas,
por meio do formalismo da mecanica quantica, a possibilidade de mudanca do mo-
mento de uma particula livre, que ocorre imediatamente quando sua particula par-
ceira, ja muito afastada, se choca contra uma barreira de potencial infinito, mesmo
nao havendo mais interacao entre ambas.

O estudo sugere que para determinadas condicoes existe a possibilidade de afe-
tar o momento de uma particulas quando o momento da outra é alterado por um
potencial. Este resultado estimula que se faca um estudo mais aprofundado para
demonstrar o fenéomeno de que particulas que aparentemente nao estao sujeitas a
potenciais, mas estao emaranhadas a outras, podem de fato se comportar como se
sentissem o efeito de um potencial sobre elas devido ao comportamento das parceiras
emaranhadas, estas sim sujeitas aos mesmos. Tal resultado também sugere o estudo
de novas configuragoes em sistemas de duas particulas, como, por exemplo, o uso de
degraus de potenciais, pocos de potenciais ou potenciais coulombianos.

Avancando mais o estudo, é possivel tratar também de sistemas emaranhados
generalizados, ou seja, sistemas compostos de mais de duas particulas.

O autor da dissertacao pretende usar a base inicial desenvolvida neste trabalho
para explicar a causa da existéncia da gravidade e da inércia como sendo o resul-
tado de interacoes nao-locais, ou seja, o resultado da existéncia de emaranhamentos

quanticos generalizados entre todas as particulas.
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